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Досліджено питання визначення стану комплексних контактних з'єднань прецизійних роторних сис-
тем на прикладі симетричних конструкцій із суміщеними шарикопідшипниковими опорами. 
Діагностовано відповідність осьової жорсткості шарикопідшипникових опор їх номінальним значен-
ням. Розглянута динамічна модель вузла і визначені функції впливу. 
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В будь-якій збірній конструкції параметри сис-
теми в процесі складання можуть відрізнятись від 
розрахункових значень і змінюватись в процесі екс-
плуатації. Для того щоб передбачити наслідки цьо-
го, необхідно знати реакцію системи на ці зміни. 
При цьому в багатьох випадках практично не-
можливо оцінити експериментально вплив парамет-
рів на поведінку системи. Тому виникає необхід-
ність вивчення і аналізу впливу змін параметрів на 
властивості системи аналітичним шляхом, тобто по 
відомій математичній моделі системи. Для 
розв’язання поставленої задачі найбільш прийнят-
ними є методи теорії чутливості [1, 2]. 
В прецизійному електромашинобудуванні мо-
жна відмітити тенденції до все більш широкого ви-
користання симетричних конструкцій із суміщени-
ми шарикопідшипниковими опорами. В якості осно-
вних конструкційних елементів системи можна ви-
ділити такі: вал з напресованим ротором, два стато-
ри і корпус. Основні елементи системи і їх зв’язки 
можна представити у вигляді коливальної системи із 
зосередженими параметрами, які мають декілька 
ступенів свободи. При цьому передбачається, що 
об’єкт діагностики розглядається разом з пристроєм 
кріплення до віброзбуджувача, який складається із 
штока, рамки і пристрою для кріплення вібродатчи-
ка. 
Визначення функцій чутливості для такого ви-
ду з'єднань експериментальним шляхом представляє 
собою складну технологічну задачу.  
Тому, для діагностики відповідності осьової 
жорсткості шарикопідшипникових опор номіналь-
ним значенням, доцільно розглянути динамічну мо-
дель вузла і вирахувати функції впливу параметрів 
системи. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Швидкісні роторні системи, які у великих обся-
гах застосовуються в техніці (наприклад, гіроскопи), 
в реальних умовах працюють під впливом механіч-
них вібрацій, які значно знижують точність системи. 
Природа вібрацій ротора електродвигуна, яка ви-
кликається вібраціями корпусу, характеризується 
жорсткістними і демпферуючими характеристиками 
системи, постійними і змінними складовими момен-
ту сил опору обертання ротора в опорах, осьовими і 
радіальними коливаннями центру важкості і рядом 
інших характеристик. Аналітичне дослідження ди-
наміки таких систем є дуже складною задачею але 
визначення функцій чутливості для такого виду 
з'єднань експериментальним шляхом представляє 
собою іще набагато складнішу технологічну задачу, 
тому їх характеристики доцільно одержувати різни-
ми методами ідентифікації [3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11]. 
Виділення не вирішених раніше частин 
загальної проблеми 
У промисловому устаткуванні, де вимоги до 
надійності і точності, при зменшенні маси і габари-
тів, все більше зростають, вживання нових техноло-
гій бажане, а інколи просто необхідне. Створення 
роторних машин нових поколінь формує нові вимо-
ги до підшипникових вузлів, а саме:  
1. Виконання нових функціональних завдань 
контролю і діагностики параметрів. 
2. Забезпечення надвисоких швидкостей обер-
тання ротора з мінімальними енерговитратами, мак-
симальними показниками стійкості, надійності і 
екологічної чистоти, що гарантує досягнення висо-
кого рівня конкурентоспроможності.  
3. Можливість здобуття прецизійних рухів ро-
тора з метою реалізації нових перспективних мікро- 
Комунальне господарство міст, 2019, том 3, випуск 149   ISSN 2522-1809 (Print); ISSN 2522-1817 (Online) 
30 
і нанотехнологій.  
4. Реалізація інтелектуальної поведінки ротор-
ної системи в умовах невизначеності зовнішнього 
середовища, зокрема, при виникненні автоколива-
льних режимів, параметричних і хаотичних коли-
вань.  
5. Забезпечення обертальних і поступальних 
рухів елементів роторної системи по складних трає-
кторіях і законах зміни параметрів. 
6. Реалізація складних кінематичних структур 
роторно-опорних вузлів машин нових поколінь, що 
забезпечують якісно вищі показники. 
Мета статті 
Головною метою цієї роботи є визначення від-
повідності осьової жорсткості шарикопідшипнико-
вих опор їх номінальним значенням. Розглянута ди-
намічна модель вузла і визначені функції впливу 
параметрів системи на якісні показники. 
Виклад основного матеріалу 
Прецизійна роторна система (ПРС) при збу-
дженні її коливальною силою в осьовому напрямі 
розглядається у виді розрахункової схеми (рис. 1) і 
може бути описана системою диференціальних рів-
нянь: 
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де xi – координата переміщення i –ї маси; 
m1,m2,m3 – маси корпусу ПРС і платформи кріплен-
ня, статора і ротора відповідно; k1,k2,k3 – коефіцієнти 
осьової жорсткості мембрани віброзбуджувача, ві-
ток рамки ПРС і  осьової жорсткості шарикопідши-
пників відповідно; h1,h2,h3 – коефіцієнти демпфіру-
вання відповідних коливальних контурів; F - амплі-
туда зовнішнього збурення. 
 
 
Рис. 1. Розрахункова схема спрощеної моделі ПРС 
 
 Введемо в систему рівнянь (1) безрозмірні 
параметри: 
F =Fa; хi=ξi a; t=α τ; α1=αh1/m1; α2=αh2/m2; 
α3=αh3/m3; α4=αh3/m2; α5=αh2/m1; β1=α2k1/ m1; } (2) 
β2=α2k2/m2; β3=α2k3/m3; β4=α2k3/m2; β5=α2k2/m1, 
де α=10-3 с; a=10-3 м. 
Визначивши зовнішнє збурення у вигляді 
 F (t) = F sin p1τ  (3) 
 
де p1 – кругова частота зовнішнього збурення, і вво-
дячи заміну перемінних: 
F=sin pτ; F= F /a; p=p1α, 
 
представимо розв'язок системи рівнянь (1) у вигляді 
 
 ξi=fi sin pτ +gi cos pτ (4) 
 
В результаті чого одержимо рівняння у матри-
чній формі 
 Ax F  (5) 
 
де А -  матриця (6х6) буде мати такий вигляд 
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Із системи (5) можна одержати характеристичні 
рівняння, допускаючи як окремий випадок F=0, або 
в матричному вигляді A=0. Розв'язання системи рів-
нянь по методу Крамера призводить до розрахунко-
вих значень резонансних частот часткової збірки 
вузла. Хай, наприклад, числові значення параметрів 
дорівнюють: m1=1,8 кг; m2=0,7 кг; m3=1,5 кг; h1=50 
Нс/м; h2= 30 Нс/м;  h3= 100 Нс/м; k1 = 0,7 107 Н/м; k2 
= 1.46 107 Н/м; k3 = 0,807 107 Н/м; α1 = 0,033; α2 = 
0,06; 
α3 = 0,1; α4 = 0,2;  α5 = 0,02; β1 = 33,3;  β2 = 25,2;  
β3 = 4,07; β4 = 8,14; β5 = 8,4. 
Близька відповідність розрахункової і експери-
ментальної амплітудно-частотних характеристик 
(рис. 2) моделі та об’єкта вказує на достатньо адек-
ватний аналітичний опис динаміки вузла в осьовому 
напрямі. 
 
Рис.2. Розрахункова (1) та експериментальні (2, 3) 
амплітудно-частотні характеристики спрощеної мо-
делі збірки ПРС (А= √ f2 + g2) 
 
Власні частоти системи при визначенні функ-
цій чутливості визначаються із рівняння в безрозмі-
рних параметрах в матричному виді 
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де  - вектор безрозмірних переміщень; Е - 
одинична матриця; В і С – матриця коефіцієнтів 
демпфірування і жорсткості динамічної моделі від-
повідно. 




tVe   (9) 
 
де λ- характеристичний показник; V - вектор 
власних форм, одержимо характеристичне рівняння 
і вигляді 
 
 det (Aλ2+Bλ+C) = 0. (10) 
 
Задача визначення коренів характеристичного 
рівняння (10) зводиться до визначення власних зна-
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або в розгорнутому виді 
 
1 5 5 1 5 5
2 2 4 4 2 2 4 4
3 3 3 3
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0





     
       






    
     
 
   
(12) 
 
Власні значення матриці G в безрозмірному 
виді дорівнюють (див. рис. 2): 
p1=1,127; p2=2,55; p3=6,429. Власні частоти 
динамічної моделі, яка розглядається в даному при-
кладі, тоді дорівнюють: ω1=179 Гц; ω2= 406 Гц;  
ω3= 1023 Гц. 
Числові рішення для функцій впливу динаміч-
них параметрів системи на вібраційні характеристи-
ки, відповідно до методики викладеної в [1, 2, 9], 
приведені на рис. 3, 4 та рис. 5, 6. 
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U  2 - 2 2m
U , 3 - 1 2mU ; 4 - 3 2mU ; 5 
- 
1 3m
U ; 6 - 2 3mU ; 7 - 3 1mU ; 8 - 2 1mU ; 9 - 3 2mU . 
 
 
Рис. 4. Частотно-жорсткісні функції чутливості вуз-
ла: 1 - 
1 3k
U ; 2 - 2 3kU ;3 - 1 1k
U ; 4 - 2 2kU ; 5 - 
1 2k
U ; 6 - 3 2kU ; 7 - 2 1kU ;  8 - 3 3kU ; 9 - 3 1kU . 
 
Рис. 5. Амплітудно-жорсткісні функції чутливості 
вузла: 1 - 
3 3x k
U ; 2 - 
2 1x k
U ; 3 - 
3 1x k
U ; 4 - 
1 2x k
U ; 5 - 
1 1x k
U ; 6 - 
3 2x k
U ; 7 - 
2 3x k
U ; 8 - 
2 2x k





Рис. 6. Амплітудно-масові функції чутливості вузла: 
1 - 
1 1x m
U ; 2 - 
2 3x m
U ; 3 - 
2 1x m
U ; 4 - 
3 3x m
U ; 5 - 
1 2x m
U ; 6 - 
3 2x m
U ; 7 - 
3 1x m
U ; 8 - 
1 3x m







Тут m10, m20, m30, k10, k20, k30 – параметри дина-
мічної моделі збірки, відповідні до номінальних 
значень; ω10, ω20, ω30, x10, x20, x30 – частоти і ампліту-
ди осьових резонансних коливань, відповідні збірці 
вузла з номінальними параметрами при нормовано-
му по амплітуді збуренню. 
Заштриховані зони визначають межі парамет-
рів, які відповідають якісній збірці вузла. Хай в ре-
зультаті вібраційного випробування вузла зафіксо-
вані слідуючі вібраційні параметри (крива 3 на рис. 
2): f1=192 Гц; f2=426 Гц; f3=1047 Гц;  
х1=140 мкм; х2=60 мкм; х3=20 мкм. В цьому 
випадку умови роботоздатності і нормального фун-
кціонування ПРС, як в процесі складання, так і про-
цесі експлуатації зводиться до виконання нерівності 
типу 
 
      0 ,q q     (13) 
 
де  0q  і  q - двомірні вектори номінальних і 
поточних значень параметрів відповідно,   rq R  
(R – простір допустимих параметрів);   - двомір-
ний вектор допусків по вектору параметрів  q . 
При апріорно відомих значеннях  0q і   задача 
діагностування зводиться до оцінки вектора  q мо-
делі по будь-яким непрямим прикметам (наприклад, 
амплітудно-частотним характеристикам). 
Використовуючи рівняння (13) і матриці чут-
ливості по частоті і амплітуді коливань, одержимо 
відхилення конструктивних параметрів від номіна-
льних значень у вигляді: ∆m1 = - 5%; ∆m2 = -4%; ∆m3 
= -1,5%; ∆k1 = +6%; ∆k1 = +2%; ∆k3 = -4,5%. 
Одержані похибки мають достатньо малі зна-
чення.  
Висновки і пропозиції 
Це дозволяє зробити висновок про те, що оде-
ржані результати щодо параметрів випробовуваного 
вузла не виходять за межі допустимих зон. Тобто 
вузол годиться для послідуючих складальних опе-
рацій. 
Таким чином, контролюючи висхідний техніч-
ний стан виробів, можливо запобігти раптовим від-
мовам в найбільш відповідальних елементах ротор-
них систем, тобто все це сприяє підвищенню якості і 
надійності функціонування приладів. 
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TO DETERMINE THE STATE OF COMPLEX CONTACT JOINTS OF PRECISION ROTARY SYS-
TEMS 
V. Lus’ 
O.M. Beketov National University of Urban Economy in Kharkov, Ukraine 
 
In this paper, the problem of determining the state of complex contact joints of precision rotary systems is in-
vestigated on an example of symmetrical structures with combined ball-bearing supports. 
The conformity of the axial rigidity of the ball bearings to the nominal value is diagnosed. The dynamical mod-
el of the node is considered and the functions of influence are defined. 
The materials of the article today are relevant, because in any prefabricated design, system parameters in the 
process of assembly may differ from the calculated values and change in the process of operation. In order to pre-
dict the consequences of this, you need to know the reaction of the system to these changes. 
High-speed rotary systems, which are used in large quantities in engineering (for example, gyroscopes), in re-
al conditions operate under the influence of mechanical vibrations, which greatly reduces the accuracy of the sys-
tem. The nature of the vibrations of the rotor of the electric motor, which is caused by the vibration of the body, is 
characterized by rigid and damping characteristics of the system, constant and alternating components of the mo-
ment of the forces of resistance of rotor rotation in the supports, axial and radial oscillations of the centre of gravity 
and a number of other characteristics. An analytical study of the dynamics of such systems is a very difficult task, 
but the definition of sensitivity functions for this kind of compounds experimentally is still a much more complicated 
technological problem, so their characteristics should be obtained by different methods of identification. 
At the same time, in many cases it is virtually impossible to evaluate experimentally the influence of parame-
ters on the behaviour of the system. Therefore, it is necessary to study and analyse the influence of changes in pa-
rameters on the properties of the system analytically, that is, according to the well-known mathematical model of 
the system. 
The main purpose of this work is to determine the conformity of the axial rigidity of the ball bearings to their 
nominal value. The dynamical model of the node is considered and the functions of influence of system parameters 
on qualitative indicators are determined. 
This allows us to conclude that the results obtained with respect to the parameters of the test node do not ex-
ceed the limits of permissible zones. That is, the node is suitable for subsequent assembly operations. 
Thus, controlling the ascending technical condition of products, it is possible to prevent sudden failures in the 
most important elements of rotary systems, that is all contributes to improving the quality and reliability of the op-
eration of devices. 
The problem of determining the state of complex contact joints of precision rotary systems on the example of 
symmetrical structures with combined ball bearings is investigated. 
The conformity of the axial rigidity of the ball bearings to the nominal value is diagnostically verified. The dy-
namical model of the node is considered and the functions of influence are defined. 
Keywords: design, press-threaded connection, dynamic parameters, structural model, deformation, frequency 
and amplitude of oscillations, sensitivity of dynamic parameters, vibration characteristic, functions of influence. 
